Capitulo 3

Estabilidad de ecuaciones
diferenciales

En este tema estudiaremos como resolver sistema de ecuaciones difer-
enciales lineales de coeficientes constantes utilizando la transformada de
Laplace, la estabilidad para sistemas y las funciones de transferencias.

3.1. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

En este capitulo trabajaremos con sistemas de n ecuaciones diferenciales
de primer orden en n variables que escribiremos

X/ = LP(t,X) (31)

donde x = (x1, 2, ...,x,) son funciones reales a determinar que dependen
dety o= (p1,0,...0,) con g, : QCRH" — R parai=1,2,..,n.

Por lo general trabajaremos con sistemas de 2 o 3 ecuaciones diferen-
ciales. Los sitemas de 3 ecuaciones diferenciales de primer orden en tres
variables son sistemas de ecuaciones de la forma

r = P1 (t,l‘,y, Z) )
y/ = P2 (ta T, Y, Z) ) (3'2)
2 = Y3 (t,ZC, y,Z)

donde z, ¥, z son funciones reales a determinar que dependen de t € R y
0, : QCRY3 — Rparai=1,23.

Una solucién de (3.2) son 3 funciones z = z (t), y =y (t) y z = 2z (t), que
abreviaremos escribiendo x(t) = (z (t),y (t), 2z (1)), tales que

%Q;(t) = (L (t),y(t), 2 (1),
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%y(t) =2tz (t),y(t),2(1)),

%z(t) =g (t,z(t),y(t),z(t)).

Ejemplo 1 Verificar que x (t) =t e y (t) = t> es una solucion del sistema

=1,
y = 2x.

En general la resolucién de estos sistemas de ED no es posible, sal-
vo en casos excepcionales. S6lo para el caso de los sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes, que veremos un poco méis
tarde existen algortimos que permiten el cdlculo explicito de las soluciones
(usaremos la Transformada de Laplace). Sin embargo, es relativamente sen-
cillo saber cudndo un sistema tiene solucién, o mds precisamente cudndo el
problema de condiciones iniciales asociado tiene solucién. Primero claro estd,
debemos definir lo que entederemos por un problema de condiciones iniciales
para sistemas de ecuaciones diferenciales. Dicho problema es un sistema de
ecuaciones diferenciales del tipo (3.2) junto con las condiciones

z (tg) = 2% € R,
y(to) =y’ €R, ,
z(tg) = 2" € R,
o bien
X(tﬂ) = XO = (ZL’O,yO, ZO) € ]R37
que escribiremos en el caso general como

{Xlzso(t»x%

X(t()) =x0 e R™.

Ejemplo 2 Verificar que z(t) = €' e y(t) = 1 + e—;t es una solucion del
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con valores iniciales

{x':x, z(0)=1
y =22, y(0)=3
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Las ecuaciones diferenciales de orden 3 para una variable x (t)
" +p)x +qt) +rt)z=g(t)

se pueden transformar en el sistema de ecuaciones diferenciales de orden 3,
para las variables x (t) =z, y(t) =2’ y 2 (¢t) = ¢/

r' =y,
y =z
' =-pt)z—q)y—rt)z+9g(t)

Gracias a esto, de cualquier resultado que obtengamos para sistemas de
cualquier orden (ya que de la misma forma las ED de orden n se pueden
transformar en un sistema de ED de orden n) podremos deducir consecuen-
cias inmediatas para ecuaciones.

Enunciamos ahora el sistema de existencia e unicidad de coluciones para
el caso particular de sistemas de 3 ecuaciones diferenciales y 3 incognitas.
De forma similar se enunciaria el resultado para el caso n.

Teorema 3.1.1 de existencia e unicidad de solucion
Consideremos el problema de condiciones iniciales (PVI)

donde (t,7,y,2) €Q yp; : QC R — R, para i = 1,2,3, son funciones

. . . . Op; Oy,
continuas en el abierto ). Supongamos ademds que las funciones £, By

Y % para i = 1,2,3, existen y son continuas en ). Entonces existe una
unica solucion del PVI anterior x = x (t), y =y (t) y z = z(t) para todo t
€ I CR, donde I es un intervalo.

Ejemplo 3 Verificar si el siguiente sistema de ED tiene solucidn tnica

' =tr 4y — 2,
y =t+x+yz,
2 = xyz

z(0)=2, y(0)=0yz(0)=1.

Si cada una de las funciones ¢;, 1 = 1,2, 3, en (3.2) es una funcién lineal
de las variables dependientes x,, z, entonces diremos que el sistema de
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ecuaciones diferenciales es lineal. El mds general de los sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales de orden 3 tiene la forma

o' =ay (t)r+at)y+az(t)z+ f1(t),
Y =ag (t)x+a (t)y +as (t) 2+ f2 (1), (3.3)
2 =az (t)x+az (t)y +ass(t) 2 + f3(t),

donde a;; y fj son funciones reales definidas sobre un intervalo I para todo
i,j = 1,2,3. Si cada una de las funciones f;, j = 1,2,3, es idénticamente
nula, entonces diremos que el sistema (3.3) es un sistema homogéneo, en
caso contrario diremos que el sistema es no homogéneo.

Mostraremos a continuacién la similitud terminolégica y conceptual en-
tre los sistemas algebraicos de ecuaciones lineales y estos sistemas de ecua-
ciones diferenciales. El sistema (3.3) puede ponerse en la forma matricial

x ail (t) a2 (t) a3 (t) x f1 (t)
Y | = | a1 (t) az(t) as(t) y |+ | f2()
z asl (t) as2 (t) ass (t) z f3 (t)

siendo A : I — M343(R) una aplicacién continua de I en el espacio de las
matrices de orden 3 x 3 reales, dada por

all (t) a2 (t) ai3 (t)
A(t)=| an(t) axn(t) axs(t)
az1 (t) asz2(t) ass(t)

para todo t € I y f: I — R? una funcién continua en I dada por

fi(t)
f(t)=| f2(t)
f3(t)
para todo t € I, escrita en forma de vector columna.
De este modo la solucién del sistema serd un funcién x : I — R3
derivable en I cuya derivada satisfaga la ecuacién x’ = A (t) x + f (t), donde
x’ denota el vector (la matriz)

Ademss, si z (), y (t) t 2z (t) satisfacen las condiciones iniciales

z (to) = 2°, y (to) =4 y 2 (o) = 2°

entonces x (t) satisface el problema de valores iniciales

{ xX' =A{t)x+1f(t)
x (tp) = x°
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donde

Ejemplo 4 FEscribir en forma matricial el PVI

o =tz +ely+ 1t
Y =z—y+et

y, reciprocamente, escribir el sistema de ED que se obtiene de la forma

matricial
' 1 21 x 1—¢2
y | =1t —t2 0 y | + | sint
z 1 1—-¢t 1 z 0

Enunciamos a continuacién el teorema de existencia y unicidad de solu-
ciones que se deduce de particularizar a los sistemas de ecuaciones difer-
enciales (normales) el correspondiente Teorema 3.1.1. El interés de este re-
sultado es doble ya que servird posteriormente para describir la forma del
conjunto de las soluciones del sistema. Lo enunciamos para el caso n.

Teorema 3.1.2 Sea x' = A(t)x +f () un sistema normal de primer orden
con A : I — My, (R) y f: I — R"™ continuas. Dados ty un punto de
I y x9 un vector de R"™ arbitrariamente elegidos, existe siempre una tnica
solucion x : I — R"™ definida en todo el intervalo I que verifica la igualdad
x (o) = x°.

3.2. Resolucién de Sistemas de ecuaciones difer-
enciales de coeficientes constantes

Unicamente resolveremos sistema de ecuaciones diferenciales de cofi-
cientes constantes, es decir, sistemas del tipo

xX'=A -x+f(t) (3.4)

donde, denotaremos para el caso n = 3

a1 a2 ais
A= ax ax am | € M3 (R)
as; asy ass
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f(t)
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fi(t)
f2 ()
f3(t)

son funciones dadas definidas en un intervalo I e

x (1)

es la funcién vectorial incégnita. Sup
condiciones iniciales

[ 2 ()
y(t)
L 2 (t)

ondremos ademds que se verifican las

20

y° (3.5)

donde 29, 0, 20 € R.

20

Pera obtener la solucién de estos sistemas procederemos de la siguiente

forma. Denotaremos

Llz] (2) X (2)
X(2)=Lx®)](2) = | LIy](2) | = | Y(2)
L[z](2) Z(z)
y
F(z)=L[f®)] ()

entonces tomando la transformada de
(3.5) obtenemos que

Laplace en (3.4) y teniendo en cuenta

2X(2) —x0=A-X(2)+F(z2),

o equivalentemente

2X(z2) —A-X(z) =x0+F(2)

de donde si Is denota la matriz identidad de orden 2, entonces

(zI — A) - X (z

es decir

):Xo—i-F(Z),

X (2) = (2l — A) ' (x0+ F(2)).

Ejemplo 5 Resolver el siguiente problema de Cauchy

y(t)=3 -z

|

{

con

(t)=2-x(t

)=3-y()+1,
&) +2-y(),
2

2
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3.3. Estabilidad

Consideremos un sistemas de ecuaciones diferenciales

x' = (t,x)

donde ¢ = (¢q,...¢0,,) : @ C R*™ — R” es una funcién con regulari-
dad suficiente para satisfacer la unicidad de soluciones para un problema de
condiciones iniciales o de Cauchy y x = (1, ..., ;). Si la variable indepen-
diente ¢ no aparece explicitamente en las ecuaciones sel sistema, es decir, el
sistema es de la forma

x' = (x)

donde ¢ = (¢, ...p,,) : 2 CR™ — R"™, se dice que el sistema de ecuaciones
es auténomo. A partir de ahora trabajaremos con sistemas auténomos.
Estos sistemas presentan la particularidad de que si x (¢) es una solucién,
entonces x (t 4 ¢) también es solucién para cualquier constante c.

Por ejemplo, el sistema

=t—x+y,
y' =y,

es no auténomo mientras que

{ v’ = —x+y,
y' = xy,

Y =4y(1—vy)

es auténomo.

Supongamos que x° = (x(l), 9, ..., {L‘%) € Q es tal que

@ (x(l),a:g, ...,3:2) =0,
entonces la solucién constante de la forma
x (t) = xo,
es solucién del sistema x’ = ¢ (x). Denominaremos puntos criticos, pun-

tos de reposo, trayectorias de equilibrio o soluciones de equilibrio
a este tipo de soluciones, que son independientes de t.
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Ejemplo 6 Resolviendo el sistema

O:_$+ya
0 ==y,

vemos que (0,0) es el 1unico punto critico de este sistema, mientras que al
resolver la ecuacidon

0=4y(1—vy)

comprobamos que 0 y 1 son los puntos criticos de la misma.

Como veremos posteriormente, estos puntos serdn de gran importancia
en el analisis de la estabilidad de un sistema. Veamos que se entiende por
estabilidad.

Una solucién x (¢) de un sistema auténomo x’ = ¢ (x) definida para
todo t > 0 se dice que es estable si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que
si X (t) es otra solucién que cumple la condicién

1% (0) —=x(0) <

entonces X (t) estd definida para todo ¢ > 0 y se verifica que
[x(t) —x ()] <e

para todo t > 0. Si ademds se verifica que

limx(8) =% (@) =0

la solucién x; (t) se dird asintoticamente estable. La solucién x; (¢) se dird
inestable si no es estable.

Esto significa que la solucién z (t) de un sistema auténomo x’ = ¢ (x)
es estable si toda las solucién X (t) que comienza cerca de x (0) permanece
cerca de z (t) para todo ¢t > 0. La solucién es inestable si exsite al menos
una solucién X (¢) que comienza cerca de = (0), pero no permanece cerca de
x (t) para todo ¢t > 0. La solucién es asintéticamente estable si es estable y si
toda solucién X (t) que comienza suficientemente cerca de x (0) se aproxima
a z (t) cuando t tiende a +o0.

Ejemplo 7 Estudiar la estabilidad de las ecuaciones ¥’ = x ey’ = —y.

Ejemplo 8 FEstudiar la estabilidad del sistema

a' =y,
Yy = —x.




3.3 ESTABILIDAD 9

3.3.1. Estabilidad para sistemas lineales

Si el sistema es lineal, es decir, si existe una matriz A € M, x, (R) de
forma que

x =A-x

existe un criterio sencillo para determinar la estabilidad de las soluciones.

Teorema 3.3.1 Criterio para determinar de la estabilidad de las
soluciones

Sean € N, A € Myxn(R) y X = A -x un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales homogéneas de primer orden de coeficientes constantes.
Consideremos el polinomio caracteristico

a1 — A a2 a3 ... Gy

a1 ase — A as3 - aonp

p(\) = det asy asy a3 — A ... asn
Gnl an2 an3 cee Qpp — A

Se verifica:

1. Si todas las raices de p(\) = 0 tienen parte real negativa, todas las
soluciones del sistema x' = A - x son asintéticamente estables.

2. Si al menos una de las raices de p(\) = 0 tiene parte real positiva,
todas las soluciones del sistema x' = A - x son inestables.

3. Supongamos que todas las raices de p(\) = 0 tienen parte real no
positiva y que A\ = 101, ..., \j = 10 son todos los que tienen parte real
0. Sea k; la multiplicidad de \j = io;. Esto significa que el p (\) puede
factorizarse de la forma

p(A) =W\ —ioc)™ . (A —io)TQ (N

donde todas las raices de Q) tienen parte real negativa. Entonces, toda
solucion x = x (t) es estable, pero no asintéticamente estable, si para
todo j = 1,...,1 la matriz A tiene k; autovectores linealmente inde-
pendientes para el autovalor \; = ic;. En otro caso, toda solucion es
tnestable.
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Ejemplo 9 FEstudiar la estabilidad del sistema

¥ = -3x+ 2y + 22,
y = =2z +y+ 2z,
2 =2z +2y+z.

Ejemplo 10 FEstudiar la estabilidad del sistema

¥ ==-2x+y—z
Yy =z-2y—2,

,—_

2 =—x+y—2z

Ejemplo 11 Estudiar la estabilidad del sistema
¥ = —4x +y+ 3z,

y =2z,

2= —2y.

Ejemplo 12 FEstudiar la estabilidad del sistema
=2z +y-—2z,
y' = 3z — 9y,
2 =dx+y+z.

En ejemplo anterior pone de manifiesto que no siempre resulta factible
aplicar el criterio anterior para estudiar la estabilidad de las soluciones de
un sistema. En estos casos podemos usar el siguiente criterio que, aunque
no siempre es aplicable, supone una gran ayuda para determinar al menos
si el sistema es asintéticamente estable.

Teorema 3.3.2 Criterio de Routh-Hurwitz
Todas las raices del polinomio caracteristico

PN =(=1" (A" +a X"+ ap1 +ay)

tienen parte real negativa si y sélo st Dy, > 0 para todo k =1,2,...,n donde

a; a3 a5 ... Qa9k—1
1 a a4 ... agp_o
0 ay az ... a2k—3
Dl = a1 Yy Dk = det 0 1 as ... Qa9k—4
0 0 0 ... a

donde a; =0 si j > n.
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Ejemplo 13 FEstudiar la estabilidad del sistema

¥ ==2x+y—z
Yy =x-2y—z,

/ J—

Z=—-z+y—2z

También puede ser de utilidad el siguiente criterio.

Teorema 3.3.3 Criterio del Circulo de Gershgorin
Sea A € Myxn (R) con valores propios A1, A2, ..., An. Entonces todos los
valores propios estdn en el conjunto plano de la forma

DiUDyU...UD,

donde Dy, son los circulos de centro (agk,0) y radio i, = ) |ag;| para
7k
J,k=1,2,...,n, es decir,

Dy, = {a:+iy S C:\/(ac—akk)Q—i-y2 < rk}.

Ejemplo 14 FEstudiar la estabilidad del sistema

= —4x +y+ z,
Yy =-2y+z,
2 =4x — 5z.

3.3.2. Utilidad de la estabilidad en la ingenieria

Supongamos que tenemos un sistema de ED lineales no homogéneo
xX'=A -x+f(t)

donde A € M, x, (R) y supongamos que el sistema homogéneo asociado es
asintéticamente estable. Entonces toda solucién del sistema homogéneo (las
raices de p (\) = 0 tienen parte real negativa) verifica que

I t)=0.
t—l>I-I‘rloo Xh ( )
Como la solucién general del sistema no homogéneo es de la forma

X (t) = xn (t) +%p (1),
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donde xj, (t) es la solucién general del sistema homogéneo y x, (t) es una
solucién particular del sistema no homogéneo, si tomamos limites cuando ¢
tiende a infinito, tenemos que

es decir, para tiempos grandes (aqui lo de grande depende de cada sistema)
la solucién del sistema no homogéneo es béasicamente la solucién particular
del mismo y la parte correspondiente al sistema homogéneo se va reduciendo
con el tiempo.

En ingenierfa a la funcién f (t) se le llama entrada del sistema y x,, (¢) es
la salida del mismo. Si el sistema es asintéticamente estable, al variar la
entrada, varfa la salida sin que la parte homogénea intervenga en el proceso.
Esto es lo que ocurre en la mayoria de los sistemas lineales utilizados en las
ciencias experimentales, como en circuitos o vibraciones mecénicas.

Ejemplo 15 Determinar la solucion de la ED

{ ' + 22" + 22 = (ug ()—U3(t))t,
z(0) = 2’ (0) =

para valores de t suficientemente grandes.

Ejemplo 16 Obtener la solucion x (t) del siguiente problema, cuando el
tiempo t es suficientemente grande

2+ 62"+ 11z = f(¢),
z(0) =2'(0) =0, 2" (t) = 1234

donde
1 st te|0,1]

—1 si te[l, 4o

3.4. Funciones de Transferencia

Consideremos un sistema (mecénico, electrico,..) regido por una ecuacién
diferencial lineal de coeficientes constantes del tipo

ana:”) + an71$n71) + ... + a1’ + apz=f (t)
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donde a; € R para todo i = 1,2,...,m, f : I — R es una sefial entrada
del sistema y xz es la respuesta que produce el sistema a la excitacién que f
representa.

Aplicando la transformada de Laplace a la ED con todas las condicioes
iniciales nulas obtenemos que

an?"X (2) + an_12" X (2) 4 ... + 012X (2) + agX (2) =F (2),
es decir,
Q(2) X (2) = F(2)
donde @ (z) es el polinomio de grado n enla indeterminada z
Q(2) =an2" +an_ 12"+ ...+ a1z +ag.
Llamaremos funcién de transferencia del sistema a la funcién
1 X (2)
T(z)= = .
D=6 " Fe
La estabilidad de las EDCC puede estudiarse a partir de los polos de la
funcién de transferencia entendiendo la estabilidad de la siguiente forma.

La ED es asintéticamente estable si, en ausencia de excitacién (f = 0)
y para cualquier condicién inicial que consideremos se verifica que

il (0] =0

Serd estable si existe K > 0y tg > 0 tales que |z (t)| < K sit > .
Finalmente el sistema serd inestable si

Ii = .
i o ()] = oo

T

T
Teorema 3.4.1 Sea Q (2) = [[ an (z — 3;)" donde > n; = n. Entonces la
i=1 i=1
ED es
1. Asintdticamente estable si Re 5, < 0 para todo i =1,2,...,7.

2. Estable si ReB; <0 y Re; = 0 implica que la multiplicidad de B; es
1.

3. Inestable si no se cumple algunas de las condiciones (a) o (b) anteri-
ores.

Ejemplo 17 Verificar que el sistema definido por el PVI

x4+ 62" + 25z = sin (3t),
z(0) =xz¢ y 2’ (0) = 21,

es asintdticamente estable.
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3.4.1. Respuesta a una senal sinusuidal

Consideremos un sistema (mecénico, electrico,..) que sea asintticamente
estable con funcién de transferencia 7' (z) de manera que es .*stimulado"por
una funcién tipo seno de la forma

f(t)=A-sin(wt+ ¢)

donde A es la amplitud, w es la frecuencia y ¢ es la fase inicial. Sabemos que
la funcién seno es 27 periédico de donde decucimos de la siguiente igualdad
que

f(t):A-sin(wt+27r+¢)):A-sin(w (t+2§> +¢> :f<t+2§)

f es %T = T periédica y, por lo tanto que, la frecuencia viene dada por
w= 2% donde T es el periodo de f.

Si la fase inicial es ¢ = 0 la transformada de Laplace de dicha senal serd

w

F(z)= A—z2 T

Por otro lado la respuesta que que produce el sistema se calculard como
z(t) = LT (2) F (2)] (1)

y dado que estamos suponiendo que el sistema es asintéticamente estable, se
tiene que los polos de la funcién de transferencia tienen parte real negativa,
por lo que ninguno de ellos coincidird con los polo de F' (z) que son +iw. En
el cédlculo de la transformada inversa, los polos de la funcién de transferencia
dan lugar a términos que aparecen multiplicados por factores de la forma
e~ con a > 0, términos que tienden a cero cuando t — +o00. Por todo
esto para calcular la transformada inversa para valores de ¢ suficientemente
grandes basta con considerar los polos de la funcién F'(z), es decir, podemos

asumir que

. . t w . . t w .
x(t) = Res <T (z)e zAm,zw> + Res (T (z)e ZAm, —zw)

= T (iw)e!™ A- e o (—iw) Y . —
W + W —W — W
A tiw A —tiw
= T (iw) ;Z — T (—iw) 621'

Teniendo en cuenta que los coeficientes del sistema son reales escribimos
T (iw) y T (—iw) en forma polar y obtenemos que

T (iw) = |T (iw)| ¢ 28T ()
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y, al ser T'(z) una funcién racional se verifica que T (—iw) = T (iw) y al ser
iw imaginario puro arg (T (—iw)) = —arg (T (iw)) , por lo que
T (—iw) = |T(—iw)|e 2T (=w)

= ‘T (Zw)’ e—iarg(T(z‘w)) — |T (zw)| e—z‘arg(T(z’w))‘

Sustituyendo estas dos iltimas expresiones en z (t) obtenemos que

) L Aetiw ) L Aetw
_ . iarg(T (iw)) _ : —targ(T(iw))
v(t) = |7 (w)e T ()l L

| ei(thrarg(T(iw))) _ efi(thrarg(T(iw)))
21

| sin (tw + arg (T (iw)))

| sin (tw + Arg (T (iw)))

= A|T (iw)
= A|T (iw)
= A|T (iw)
donde el término |7 (iw)| mide si la respuesta amplifica o atenua la senial,
mientras que arg (7 (iw)) representa una variacién de la fase respecto de
la fase inicial. Asimismo, T (iw) puede ser determinado experimentalmente
introduciendo una senial sinusuidal.
De la misma forma se puede comprobar que si

f(t)=A-(sin(wt) + ¢)

entonces

z(t) = A|T (iw)|sin (tw + ¢ + Arg (T (iw))) .

Ejemplo 18 Encontrar la respuesta al sistema en la fase estacionaria, es
decir, cuando el tiempo es suficientemente grande de la EDO del Ejemplo
17

Consideremos una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes
con funcién de transferencia T (z). Supongamos que el sistema es asintéti-
camente estable, de tal manera que si f (t) = Asin (wt 4 ¢) es la entrada al
sistema, se verifica que su salida para tiempos suficientemente grandes viene
dada por

z(t) = A|T (iw)|sin (tw + ¢ + Arg (T (iw))) .

Supongamos ahora que la senal es periédica de periodo 2L. Dicha funcién

puede expresarse en su serie de Fourier

f@) = % + f (an cos (n—gt) + by, sin (n—;t))
n=1

+o0
ag :
= 5 + E (an, cos (nwt) 4 by, sin (nwt))

n=1



16 DOMINGO ALCARAZ CANDELA

donde w = F. Por otra parte si escribimos (ay,b,) en coordenadas polares
mediante la expresion

{ by, = Ay, cos ¢,

ap = An sin ¢n7

podemos escribir la expresién anterior como

+oo
@ = % + Z (A, sin ¢, cos (nwt) + Ay, cos ¢,, sin (nwt))

n=1

+oo
ap . 7r :
= Eosm <0+§> +;Ansm(nwt+¢n).

Si ahora f (t) es la entrada al sistema anterior, entonces su salida para
tiempos suficientemente grandes vendra dada por

z(t) = FTO)sin 0+ + Arg (T (0)))

+oo
+ Y An [T (inw)]| sin (nwt + ¢,, + Arg (T (inw)))

n=1

—+00
= 3 An [T (inw)| sin (nwt + ¢,, + Arg (T (inw))) .

n=0

3.5. [Ejercicios Propuestos

1. Resuelve los siguientes problemas de condiciones iniciales:
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¥=x—2z
Y =2y
d)
Z=x+2z

¥=y+z

Yy =—z+z
e)

Z=—x—y

2. Resuelve los siguientes sistemas y problemas de condiciones iniciales:
( fL'/ =y + t€2t

a) { Yy =2z +3y+e¥

(o' =4z + 3y + 52 + el sen 2t

b) . Y =—-y—4z

L 2 =2y +3z
2 -1 1 0
e)x'=13 -1 2 [x+] 1
2 -1 1 0

¢

¥ =2c4+y—=z
y=-3z—y+z+t

2 =9z + 3y —4z
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( 2/ = -2 —by+t

e) { v =x4+2y+1t2

f) 2 -1 sent

3. Estudia mediante el método de los valores propios, la estabilidad de
los siguientes sistemas lineales:

( 2/ =2 — 5y + 52

a) { ¥ =—-2x—2y+2z

2 =3rx—3y+3z
¥ =-5r+y—=z2
b) { Yy =-2x—2y+22
| 7= -3z +3y—3z
¥ =—x—2z

¢) Ry =3x—2y

| =4z + 2

(/= -9z +y—2z
d) Yy =3z — 9y

| Z=de+y+z

¥=-br+y—z

e) Y =-3vr—y+3z

2= —dr +4y + -2z



3.5 EJERCICIOS PROPUESTOS 19
= —-2x—2y+22
) y = —2x — 2y + 2z
Z=0

4. Determina, si es posible, mediante el teorema de Routh-Wirtz la esta-
bilidad asintética de los siguientes sistemas:

1
/—__
T = 23:
1 1
a) ylzgw—y—§z
, 1 1
Z=—x—=y—2z
\ 2 29

¥=-3x—y+z
b) ¥y =xz—5y—=z

2 =2x—2y—4z

(o 5, 1.1
TETRT YTy
Y =0 1Y 1

(* 73773V 7%

5. Repite el problema anterior utilizando el teorema de los circulos de
Gershgorin.

6. Obtener los puntos criticos y determinar si son o no hiperbdlicos

¥ =x—xy

a)

Y =—y+y?
=y

b)
y/:_$+z3
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Consideremos la ecuacién de Van Der Pol
a:”—l—x—fsx’(l—xQ) =0

con € € R. Transforma la ecuacién en un sistema plano y determinar
los puntos criticos del mismo. Determinar la naturaleza de los puntos
criticos en funcién de e.

Idem para la ecuacion

x”+25w'+(1—52)x:0

. Supongamos un circuito eléctrico LRC con L = 0,02H, R = 30012 y

C = 4 x 1079F. Determina las salidas en régimen estacionario para
los siguientes potenciales

a) V (t) = sent.
b) V (t) = cost.

{10 te]o0,001],
c) V(t)= { 0 t€[0,01,0,02[.

NOTA: La pregunta es equivalente a encontrar la respuesta al sistema
cuando t — o0.

Ejercicios complementarios

. Transformar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales, en la vari-

able y = y(t), en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden:

)
)
) 2 +4x’ + 4z = 8e™ 2,
d) 2" + 62’ + 9z = 10sint con x (0) = 2’ (0) = 0.
) 2" +2=2cost con z(0) =1¢ea'(0)=0.
)z 4 cosz = €.

)

(@) 4 o = 1.
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2. Sea z (t) una solucién de la ecuacién diferencial z” + 2/ + = = 0.

Demostrar que e
<0=( 2 )

es una solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

x = 01 X
-1 -1 '

<0 (50

una solucién del sistema de ecuaciones diferenciales

x' = 01 x
S\ -1 -1 '

Demostrar que x = z1 () es una solucién de la ecuacién diferencial
'+ +x=0.

4. Escribir en forma matricial los siguientes sistemas de ecuaciones difer-
enciales:

' =3-2y,
@) { y = 2x — 2t.
=z -2y,
y =x+3z.
' =2z — 9y,
y = x + 8y.

¥ +3x+y=0,
Yy —xz+y=0.

a' =3z —1y—3t2 -3t + 3
y =2y —2t—1.

{

{

{

{ T =y+z
, {

{

{

{

Z=x+y.

)
¥ =x+4y+t, x
Y
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¥=x—-3y+2z  2'(0)=-2,
7)Y = y' (0) =0,
2= —y— 2z, 2 (0) = 3.

5. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

a) x:<i 1>xconx(0):<§>.
b) ﬂ:(j ;):pconx(()):(g).

1 -3 2 -2
c)x'=10 —1 0 |asiendoz(0)= 0
0 -1 -2 3
3 1 =2 1
dyz’= -1 2 1 |zsiendoz(0)=| 4
4 1 -3 7

6. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

a) f:(é _31>xconx(()):<;>.
b) f:(i :f>xconx(0)=<é>.

-3 0 2 0
c) ' = 1 —1 0 |zsiendoxz(0)=| -1

-2 -1 0 -2

1 0 -2 0
dyz=10 1 0 |zsiendoz(0)=/| 0

1 -1 -1 0

7. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

-1 1 2 1
a) =1 -1 1 1 |xsiendoz(0)=| 0 |.
-2 1 3 1
-4 —4 0 2
by = 10 9 1 |z siendo z(0)= 1.
-4 -3 1 -1
1 2 -3 1
c)x=1 1 2 |axsiendoz(0)=/| 0 |.
1 -1 4 0
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8. Consideremos el circuito que se muestra en la siguiente figura:

YW

R=1 ohms

R=2 ohms
— (C=1/2 [arad
P~ L=1 henry

) |

Plantear el sistema de ecuaciones diferenciales lineales que de él se
obtiene. Determinar la corriente I que pasa por la inductancia y la
caida del voltaje V a través del condensador suponiendo que I (0) =1
y V(0) =2.

9. Consideremos el circuito del ejercicio anterior cuando Ry = Re = 4
ohms, C = % farads y L = 8 henrys.

a) Determinar I (¢) y V (t) si I (0) =2 amperios y V (0) = 3 volts.

b) Determinar los valores del limite de I (¢t) y V (¢) cuando t —
400, independientemente de los valores iniciales.

10. Considerar el circuito que se muestra en la siguiente figura:

\ |
I
=




24 DOMINGO ALCARAZ CANDELA

a) Plantear el sistema de ecuaciones diferenciales lineales que de él
se obtiene.

b) Determinar la solucién general del sistema obtenido si Ry = 1
ohm, Ry = % ohm, L =2 henrys y C = % farad.

¢) Verificar que I (t) tiende a cero y V (t) tiende a cero cuando ¢t —
400, independientemente de los valores iniciales.

11. Considérese el circuito del ejercicio anterior. Se pide:

a) Determinar una condicién para Ri, Ry, C'y L si los valores pro-
pios, de la matriz de coeficientes, son reales y distintos.

b) Supongamos que se determino la condicién del apartado anterior.
Verificar que ambos valores propios son negativos. En tal caso,
verificar que I (t) tiende a cero y V (¢) tiende a cero cuando ¢t —
+00.

12. El circuito eléctrico que se muestra en la figura

se describe por medio del sistema de ecuaciones diferenciales

x’:<_01 _23>x+<§>V(t).

donde x = (z1,x2), siendo z la corriente que pasa por la inductancia,
x2 es la caida de voltaje a través del condensador y V () es el voltaje
suministrado por la fuente externa.

Determinar la solucién del sistema que satisfaga las condiciones ini-
ciales z (0) = 0 para

1 si 0<t<1,
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13. En la siguiente red en paralelo no hay flujo de corriente en ninguno de
los lazos antes del cierre del interruptor en el tiempo ¢t = 0.

20Q 05 H 1H

Deducir las corrientes i1 (t) e 2 (t) que circulan en cada malla en el
tiempo t.

14 Un voltaje e (t) = 28sen (2t) V es aplicado a un primer circuito en el
tiempo ¢ = 0, y la induccién mutua M conduce la corriente iz (t) en el
segundo circuito de la figura

——W W

10 Q

@ 28 sen(2t) V ZH 8H
N
W M=2H

Si previo al cierre del interruptor, las corrientes en ambos circuitos son
cero, determinar la corriente inducida 2 (t) en el segundo circuito en
el tiempo t.
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